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Рассматривается многокритериальная задача, которая возникает при страховании (хеджировании) посредством опционов будущих доходов в операциях продажи актива. Для широкого класса функций, описывающих зависимость цены опциона от цены исполнения, предложена эффективная процедура построения множества Парето для трёх критериев, связанных с оценкой риска по методу VaR. Проводится анализ особенностей данного множества и дается графическое представление его проекции на одну из координатных плоскостей.

1. Введение.

Проблема управления рисками является одной из основных проблем в финансовой инженерии. Важное место среди финансовых инструментов, используемых для ее решения, занимают опционы. Опционы — это контракты, которые гарантируют своему покупателю право, но не обязательство, что-либо предпринять. Чаще всего, это право купить или продать определенное количество единиц некоторого базового актива по оговоренной цене. Опционы имеют ограниченный срок действия. Если опцион не исполняется к концу своей «жизни», он теряет свою силу. Опционы, которые могут быть исполнены в любой момент в течение заданного интервала времени, называются американскими, а те, которые можно исполнить лишь по прошествии заранее фиксированного периода времени, — европейскими. В настоящей статье рассматриваются европейские опционы. Опционы делятся на два вида – call и put. Опционы call гарантируют их держателям право покупки некоторого количества единиц базового актива по цене исполнения (страйку) опциона. Напротив, опционы put гарантируют их владельцам право продать некоторое количество единиц базового актива по цене исполнения опциона. За такое право покупатель опциона платит определенную сумму, зависящую от страйка и срока исполнения опциона и называемую ценой или премией опциона.
Когда рынок опционов сформирован, то опционы могут быть привлекательны как инструмент спекуляции, но, прежде всего, они привлекательны как элемент страховочной стратегии (хеджирования). Опционы обеспечивают способ защиты от неблагоприятных изменений цен и, в то же время, оставляют возможность получить прибыль при их благоприятных изменениях. В данной статье исследуется один из вариантов такой страховочной стратегии.

Графики выплат, соответствующие опционам, несколько сложнее по форме, чем аналогичные графики для фьючерсных и форвардных контрактов. Опционы можно комбинировать многими способами, создавая богатый ассортимент разнообразных конструкций. Это является причиной значительного интереса к опционам со стороны финансовых инженеров [1-3].
Модели оценивания (расчета цен) опционов достаточно сложны. Большинство этих моделей разрабатывались как варианты известной модели Блэка-Шоулза. Даже те из них, которые не анонсировались как модификации модели Блэка-Шоулза, очень ее напоминают. Математический аппарат, использующийся для оценивания опционов, изложен в работах, указанных в [1], стр. 396, и в работах [4-6].

На внутреннем рынке России в настоящее время имеются только единичные попытки построить сегменты, связанные с торговлей опционами. Однако для экспортеров сырьевых ресурсов выбор стратегии страхования поставок на внешний рынок имеет жизненное значение. Этим и определяется актуальность предлагаемой ниже постановки задачи.

Принципиальное значение при управлении рисками имеет способ их измерения. Первоначально широкое распространение получил метод оценки, основанный на дисперсии (или стандартном отклонении). Однако в последнее время обрел популярность метод, основанный на оценке вероятности достижения участником рынка некоторой заданной величины доходов – VaR [см. 7].
В работах [8,9] с использованием критерия VaR исследовались близкие по духу задачи хеджирования актива посредством опционов. Если в статье [8] при фиксированных затратах на хеджирование максимизируется уровень будущего дохода, гарантированный с заданной обеспеченностью (вероятностью), то в статье [9], напротив, при заданных уровне дохода и уровне его обеспеченности минимизируются затраты на хеджирование. Все расчеты в обеих статьях опираются на формулу Блэка-Шоулза для цены опционов. Однако, полученные в них результаты верны и в более общем случае, когда от функции цены требуется, чтобы выполнялись лишь некоторые достаточно естественные свойства, справедливые также и для функции Блэка-Шоулза. Настоящая работа объединяет и обобщает результаты статей [8,9]. В ней исследуется взаимная зависимость критериев, определяющих стратегию хеджирования, и строится множество Парето по этим критериям. При этом не используется какая-то конкретная модель оценивания опциона, а лишь некоторые общие для различных опционных моделей свойства функции цены опциона.
1.
Постановка задачи.

Рассматривается следующая модель хеджирования. В начальный момент времени 0 имеется некоторый актив в количестве 
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Владелец актива страхуется от нежелательной конъюнктуры цен в момент 
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Для упрощения выкладок все дальнейшие рассуждения будем проводить для портфелей, состоящих из единицы базового актива и страхующих эту единицу опционов put со страйком 
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Определим функцию, которая выражает приведенную к моменту времени 
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 сумму финансовых потоков, связанных с хеджированием актива посредством портфеля 
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Здесь 
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Лицо, страхующее актив, заинтересовано в максимизации значения 
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Так как величины 
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2.
Условия, налагаемые на функцию 
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Условие 1. 
[image: image95.wmf])

(

X

P

 – непрерывно дифференцируемая, строго возрастающая, строго выпуклая функция, 
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Заметим, что эти условия носят достаточно общий и естественный характер. Если отказаться от одного из следующих условий: непрерывности, строгой монотонности и выпуклости функции 
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Из предположения о невозможности арбитража вытекает условие паритета put/call: 
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3.
Следствия, вытекающие из условий 1,2. Функции 
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Следствие 1. 
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Следствие 2. 
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Доказательство. Поскольку значение вогнутой функции 
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Доказательство этого утверждения непосредственно вытекает из следствий 2 – 4.
4.
Задача минимизации расходов.

Рассмотрим вспомогательную задачу. Зафиксируем некоторые значения 
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Заметим, что 
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Из формулы (4.4) следует, что знак этой производной определяется знаком многочлена 
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Значение 
[image: image228.wmf]0

X

, в виду монотонности функции 
[image: image229.wmf])

(

X

Z

, может быть найдено посредством простой дихотомии.

Заметим, что в тех случаях, когда 
[image: image230.wmf]))

(

(

0

V

X

Z

S

£

a

, оптимальное значение 
[image: image231.wmf]X

 не зависит от 
[image: image232.wmf]a

S

, а только от 
[image: image233.wmf]V

, в тех же случаях, когда оптимум находится согласно уравнению (4.5), 
[image: image234.wmf]opt

X

, напротив, не зависит от 
[image: image235.wmf]V

, а только от 
[image: image236.wmf]a

S

.
5.
Анализ зависимости 
[image: image237.wmf]opt

Q

 от значений 
[image: image238.wmf]V

 и 
[image: image239.wmf]a

S

.
Вполне очевидно, что 
[image: image240.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

 – непрерывная по каждой из переменных функция, не убывающая по 
[image: image241.wmf]V

 и не возрастающая по 
[image: image242.wmf]a

S

. Из этого следует непрерывность функции 
[image: image243.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

 по совокупности своих переменных.
Зафиксируем 
[image: image244.wmf]a

S

 и исследуем, как 
[image: image245.wmf]opt

Q

 зависит от 
[image: image246.wmf]V

. При 
[image: image247.wmf]a

S

V

£

, очевидно, что 


[image: image248.wmf]0

=

opt

Q

при любом значении 
[image: image249.wmf]a

S

. Если 
[image: image250.wmf]a

S

V

>

, то, как показано в предыдущем разделе, задача 1 имеет решение тогда и только тогда, когда 
[image: image251.wmf]rT

e

S

V

*

0

<

 

Рассмотрим 
[image: image252.wmf]V

 в промежутке значений 
[image: image253.wmf]]

*

,

(

0

rT

e

S

S

a

. Функция 
[image: image254.wmf]))

(

(

0

V

X

Z

 монотонно возрастает по 
[image: image255.wmf]V

, принимая значения в промежутке от 
[image: image256.wmf]a

a

S

S

X

Z

£

))

(

(

0

 до 
[image: image257.wmf]rT

e

S

*

0

 (следствие 5). Следовательно, у уравнения 
[image: image258.wmf]a

S

V

X

Z

=

)

(

(

0

 существует единственный корень, который обозначим через 
[image: image259.wmf])

(

a

a

S

V

. При этом 
[image: image260.wmf]a

a

a

S

S

V

³

)

(

, и равенство возможно только при 
[image: image261.wmf]0

=

a

S

.

Заметим, что, согласно уравнению 4.5, 
[image: image262.wmf])

(

)

(

0

0

a

S

X

V

X

=

. В силу следствия 5, 
[image: image263.wmf]a

V

 является монотонно возрастающей функцией от 
[image: image264.wmf]a

S

.
Как следует из результатов предыдущего раздела, в промежутке значений 
[image: image265.wmf]V

: 
[image: image266.wmf]))

(

,

(

a

a

a

S

V

S

 – оптимальное значение 
[image: image267.wmf]a

S

X

>

 определяется из уравнения (4.5), т.е. не зависит от 
[image: image268.wmf]V

и равно 
[image: image269.wmf])

(

0

a

S

X

. Значение 
[image: image270.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

, согласно формуле (4.3), возрастает в этом промежутке пропорционально разности 
[image: image271.wmf]a

S

V

-

 и изменяется от 0 до 
[image: image272.wmf]))

(

(

0

a

S

X

P

.

В промежутке значений 
[image: image273.wmf]V

: 
[image: image274.wmf])

*

),

(

[

rT

e

S

S

V

0

a

a

 – 
[image: image275.wmf])

(

0

V

X

X

opt

=

, а 
[image: image276.wmf]))

(

(

V

X

P

Q

opt

0

=

. Так как 
[image: image277.wmf])

(

0

V

X

 является строго возрастающей выпуклой функцией (следствие 4), то цена 
[image: image278.wmf]))

(

(

0

V

X

P

, а с нею и 
[image: image279.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

 тоже являются выпуклыми строго возрастающими по 
[image: image280.wmf]V

 функциями. Значения 
[image: image281.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

 изменяются от 
[image: image282.wmf]))

(

(

0

a

S

X

P

 до 
[image: image283.wmf]¥

.

Теперь зафиксируем значение 
[image: image284.wmf]rT

e

S

V

*

0

<

 и посмотрим, как 
[image: image285.wmf]opt

Q

 зависит от 
[image: image286.wmf]a

S

. Если 
[image: image287.wmf]V

S

³

a

, то 
[image: image288.wmf]0

=

opt

Q

. Рассмотрим 
[image: image289.wmf]a

S

 в диапазоне от 0 до 
[image: image290.wmf]V

. При 
[image: image291.wmf]0

=

=

a

S

V

, 
[image: image292.wmf]0

=

opt

Q

. Если 
[image: image293.wmf]0

>

V

, то 
[image: image294.wmf]V

V

X

Z

<

))

(

(

0

 (следствие 5). На отрезке значений 
[image: image295.wmf]a

S

:
[image: image296.wmf]))]

(

(

,

0

[

0

V

X

Z

: 
[image: image297.wmf])

(

0

V

X

X

opt

=

, а 
[image: image298.wmf]))

(

(

)

,

(

V

X

P

V

S

Q

opt

0

=

a

.

В диапазоне 
[image: image299.wmf]a

S

:
[image: image300.wmf])

)),

(

(

(

0

V

V

X

Z

 – оптимальное для любого фиксированного 
[image: image301.wmf])

(

0

V

X

X

³

 значение


[image: image302.wmf])

*

)

(

*

)

(

(

*

)

(

*

)

(

)

(

*

)

(

)

(

a

a

a

S

e

X

P

X

V

e

X

P

X

X

P

S

e

X

P

X

X

P

S

V

X

Q

rT

rT

rT

-

-

-

-

-

=

-

-

-

=

1

0

.

Отсюда следует, что при возрастании 
[image: image303.wmf]a

S

 в диапазоне значений 
[image: image304.wmf])

)),

(

(

(

0

V

V

X

Z

 величина 
[image: image305.wmf])

(

X

Q

0

 убывает, а значит, убывает и 
[image: image306.wmf]}

)

(

|

)

(

min{

)

,

(

V

X

P

X

X

Q

V

S

Q

opt

³

-

=

0

a

. При этом значения 
[image: image307.wmf])

,

(

V

S

Q

opt

a

 изменяются от 
[image: image308.wmf]))

(

(

0

V

X

P

 до 0.

Отметим, что функции 
[image: image309.wmf])

(

)

(

a

a

a

S

V

S

V

=

 и 
[image: image310.wmf]))

(

(

)

(

0

V

X

Z

V

S

=

a

 являются взаимно обратными, т.е. 
[image: image311.wmf]a

a

a

a

a

S

S

V

X

Z

S

V

S

=

=

)))

(

(

(

))

(

(

0

 и


[image: image312.wmf]))

(

,

(

)))

(

(

(

)))

(

(

(

)

),

(

(

a

a

a

a

a

a

a

S

V

S

Q

S

V

X

P

V

S

X

P

V

V

S

Q

opt

opt

=

=

=

0

0

.

6.
Структура множества Парето.
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7. Случай модели Блэка-Шоулза. Задачи максимизации 
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В разделе 4 мы рассмотрели задачу определения оптимального значения критерия 
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Формула Блэка-Шоулза для цены опциона put может быть записана в следующем виде.
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(7.4)

Подставляя формулы (7.3), (7.4) в формулу 4.5 получаем:
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Из равенств (4.5) и (7.5) вытекает следующее уравнение для 
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Задача 2. Поставим задачу максимизировать уровень платежей 
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 при фиксированных значениях 
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Решение задачи, по существу, содержится в разделах 4, 5. Поскольку 
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